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多输入多输出雷达发射天线低旁瓣设计
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摘　要　多输入多输出（ＭＩＭＯ）雷达发射波形的多样性，为发射方向图设计提供了

更多的自由度。针对阵元等功率条件下获得低旁瓣高增益发射波束的问题，提出了

一种采用极小极大准则优化设计发射波形相关矩阵的方法，并将该约束优化问题转

换为无约束优化问题，便于采用经典迭代法求解。仿真结果表明：采用极小极大准则

设计的发射方 向 图 旁 瓣 区 域 平 坦，最 高 旁 瓣 电 平 接 近 理 论 最 低 值。最 后 采 用 循 环

（ＣＡ）算法，获得易于数字阵列系统实现的相位编码信号，使用该相位编码信号得到

的实际发射方向图与理论结果匹配良好。
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引　言

为有效提高雷达系统的威力和抗干扰能力，要

求其天线具有窄波束、高增益、低旁瓣。现有的有源

相控阵雷达、数字阵列雷达，通常采用幅度加权的方

式来抑制旁瓣电平，该方法的缺点是每个阵元的功

率无法充分利用，加窗还会造成波瓣展宽、能量泄露

等问题。有文献讨论采用子阵优化布阵的方法来降
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低旁瓣和抑制栅瓣［１－２］，但依然需要采用加窗处理的

方法；也有文献讨论相控阵唯相位的发射波束形成

方法，但是由 于 自 由 度 的 限 制，低 旁 瓣 优 化 程 度 有

限［３－４］，无法满足实际需要。
多输入多输出（ＭＩＭＯ）雷达是近期雷达领域的

研究热点。其 中，集 中 式 ＭＩＭＯ雷 达［５－６］由 于 波 形

多样性带来了额外的自由度，为设计更低旁瓣的发

射波束方向图带来了可能。适当地设计阵元间发射

波形的相关性，可以使得天线辐射能量集中于空间

感兴趣的区域，或者匹配于一个给定的方向图，同时

能够确保感兴趣的多目标之间的回波相关性最小，
从而有效提高接收端自适应阵列信号处理算法的性

能［７－１２］。本文 针 对 集 中 式 ＭＩＭＯ 雷 达（以 下 简 称

ＭＩＭＯ雷达）的低旁瓣发射波束形成的需求展开阵

元发射波形的优化设计。
基于 ＭＩＭＯ雷达的发射波形设计，发射信号之

间的互相关特性都是可以任意选择的。为了能够充

分利用波形 多 样 性 带 来 的 自 由 度，文 献［７］－［１２］都

采用通过优化 信 号 之 间 的 相 关 矩 阵Ｒ的 方 法 来 设

计波形，以匹配期望的方向图。这一类设计思想着

重于波束形状的匹配，而对旁瓣的约束不是很严格，
设计出的方向图旁瓣一般比较高。在实际工程应用

中，我们更加倾向于能够获得具有较低旁瓣的方向

图设计方法。文献［１２］在确定的主瓣指向条件下，
约束主瓣宽度，而对旁瓣区域则使得其最大值与主

瓣峰值的差值最小，这是一个负值，因此是一个凸优

化问题。这种方法优化出来的方向图在满足一定区

域的主瓣宽度要求外，也拥有很低的旁瓣电平。然

而，这种方向图的旁瓣区域仍有一个“突起”———第

一旁瓣电平比其他旁瓣高很多，这就意味着旁瓣仍

有可以 抑 制 的 空 间。为 了 消 去 这 个“突 起”，文 献

［１２］给出的解决办法是在保证发射总功率恒定不变

的情况下，允许每个阵元的发射功率有一个２０％的

上下浮动值，这样能消除“突起”使得方向图具有更

低的旁瓣电平。然而，这种方法的实质与幅度加权

的方法是类似的。
如果可以优化发射波束的旁瓣区域，使该区域

旁瓣电平保持平坦，则可以获得理论最低的最高旁

瓣电平。以此为出发点，提出了一种极小极大准则

下的旁瓣电平优化算法，能够在保证阵元等功率的

情况下很好 地 解 决 旁 瓣 区 域 电 平 变 化 剧 烈 这 一 问

题，从而获得更低的第一旁瓣电平；接着，为了采用

迭代算法优化求解，我们将上述有约束优化问题简

化为无约束优化问题，并采用拟牛顿迭代法求解；最

后，采用循环（ＣＡ）算法获得易于数字阵列系统实现

的相位编码信号。

１　模型建立

考虑一个由Ｍ 个阵元组成的均匀直线阵，阵元

发射的信号为窄带信号，阵元间距为半波长。假设第

ｍ 个 阵 元 在 第ｎ 个 采 样 快 拍 发 射 的 基 带 信 号 为

ｘｍ（ｎ），则在空间角度θｋ 处合成的基带信号为

ｒｋ（ｎ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｅ－ｊ（ｍ－１）πｓｉｎ（θｋ）ｘｍ（ｎ） （１）

　　记阵列发射信号向量ｘ（ｎ）＝ ［ｘ１（ｎ），ｘ２（ｎ），
…，ｘＭ（ｎ）］Ｔ，阵列在θｋ 方向的导向性矢量为

ｅ（θｋ）＝ ［１ｅｊπｓｉｎ（θｋ）… ｅｊ（Ｍ－１）πｓｉｎ（θｋ）］

　　则式（１）可以写成向量形式为

ｒｋ（ｎ）＝ｅＨ（θｋ）ｘ（ｎ） （２）

式中 （·）Ｈ 为共轭转置。因此，在空间θｋ 处合成的能

量大小为

Ｐ（θｋ）＝Ｅ｛｜ｒｋ（ｎ）｜２｝

＝Ｅ｛ｅＨ（θｋ）ｘ（ｎ）ｘＨ（ｎ）ｅ（θｋ）｝

＝ｅＨ（θｋ）Ｒｅ（θｋ） （３）

式中：Ｅ（·）为期望操作；Ｒ为发射信号ｘ（ｎ）的相关

矩阵，即

Ｒ＝Ｅ｛ｘ（ｎ）ｘＨ（ｎ）｝ （４）

　　实际应用中，相关矩阵Ｒ可以通过Ｎ 次快拍估

计得到，有

Ｒ^≈ １Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１
ｘ（ｎ）ｘＨ（ｎ） （５）

　　公式（３）给出了发射方向图的表达式，通过对Ｒ
矩阵的优化，在保证阵元等功率的条件下，可以使得

方向图Ｐ（θｋ）具有所期望的低旁瓣特性。

因为Ｒ是 信 号 波 形 的 相 关 矩 阵，因 此，必 然 是

一个半正 定 Ｈｅｒｍｉｔ矩 阵。此 外，为 了 充 分 利 用 每

个阵元的功率，提高雷达作用距离，要求每个阵元的

发射功率放大器均工作在饱和状态，也 就 是 矩 阵Ｒ
的对角元 素 应 该 都 相 等［９］。矩 阵Ｒ的 约 束 条 件 可

以表述为

Ｃ１：Ｒ０

Ｃ２：Ｒ（ｍ，ｍ）＝ｃＭ
，ｍ＝１，２，…，Ｍ

式中ｃ表示发射总功率。
给出Ｒ矩阵的优化准则和优化算法，并仅考虑

Ｒ为实矩阵的情况，此时得到的方向图以法线方向

对称。若要获得非对称方向图，可以使用公式（６）对

实矩阵Ｒ进行处理，得到等效的复相关矩阵。即
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珟Ｒ＝Ｒ⊙［ｅ（φ）ｅ
Ｈ（φ）］ （６）

式中：φ为方向图平移角度，对于波束形成的应用，
该角度即为波束指向角度；珟Ｒ为复相关矩阵；⊙ 表

示元素的 Ｈａｄａｍｒｄ积。

２．相关矩阵优化

针对阵元等功率条件下，低旁瓣发射波束形成

的要求，提出一种极小极大旁瓣电平的优化方法，在
保证阵元功率充分利用的条件下，使得最大旁瓣电

平尽量的小，使所有旁瓣峰值大小大致相同，从而达

到低旁瓣的目的。这种有约束优化问题可以描述如

下：

ｍｉｎ｛ｍａｘ（ｅＨ（θｌ）Ｒｅ（θｌ）｝　θｌ∈Φ
ｓｕｂｊｅｃｔ　ｔｏ　ｅＨ（θ１）Ｒｅ（θ１）＝０．５ｅＨ（θ０）Ｒｅ（θ０）

ｅＨ（θ２）Ｒｅ（θ２）＝０．５ｅＨ（θ０）Ｒｅ（θ０）

Ｒ≥０ （７）

Ｒ（ｍ，ｍ）＝ｃＭ
，ｍ＝１，２，…，Ｍ

式中：θ０ 为主瓣指向角度；θ１ 和θ２ 分别为左右－３
ｄＢ功率点，所以θ２－θ１ 为主瓣宽度；Ф为旁瓣区域。
该问题的约 束 条 件 保 证 了 在 每 个 阵 元 功 率 充 分 利

用，且在满足一定主瓣宽度的条件下，得到旁瓣电平

最小化的优化结果。这个问题可以使用凸优化工具

箱（ＣＶＸ）求解［１３］。
上述优化问题是一个约束优化问题，如果能去

除式（７）的 约 束 条 件，就 可 以 转 化 为 无 约 束 优 化 问

题，从而便于使用多种经典迭代算法求解，提高该问

题求解的通用性；另外，无约束优化问题经过进一步

推导还可以得到闭式解［９］。基于上述考虑，可 借 鉴

多维球坐标的定义来消去式（７）的约束条件，并修改

目标函数将这一问题转化为无约束优化问题［９］，然

后采用经典的ＤＦＰ拟牛顿法来解决这 一 最 优 化 问

题。具体的步骤如下：
第一步，相关矩阵Ｒ的去约束化。参考文献［９］，

引入一个Ｒ的均方根因子来保证Ｒ的半正定性，即

Ｒ＝ＱＨＱ （８）
式中，Ｑ是一个上三角矩阵，且满足Ｒ一定是半正定

的。
为了保证Ｒ中对角元素是相等的，要求Ｑ矩阵

每一列的范数都相等。采用多维球坐标的方法，定义

上三角矩 阵Ｑ如 式（９）所 示，其 中，φ＝ ［φ２１，φ３１，

φ３２…，φＭ，Ｍ－１］
Ｔ ．这就将受约束的矩阵Ｒ的优化转

化为无约束向量φ的优化。因为Ｒ为φ的函数，可以

将其记为Ｒ（φ）．

Ｑ＝

１ ｓｉｎ（φ２１） ｓｉｎ（φ３１）ｓｉｎ（φ３２） … 
Ｍ－１

ｍ＝１
ｓｉｎ（φＭｍ）

ｃｏｓ（φ２１） ｓｉｎ（φ３１）ｃｏｓ（φ３２） … 
Ｍ－２

ｍ＝１
ｓｉｎ（φＭｍ）ｃｏｓ（φＭ，Ｍ－１）

ｃｏｓ（φ３１）  

 ｓｉｎ（φＭ１）ｃｏｓ（φＭ２）

ｃｏｓ（φＭ１

熿

燀

燄

燅）

（９）

　　第二步，主瓣宽度的去约束化。由约束条件可

以知道，主 瓣 宽 度 是 由 两 个－３ｄＢ功 率 点 来 约 束

的。可以将这一约束条件加入优化的目标函数，即

定义

Ｐ０ ＝ｅＨ（θ０）Ｒｅ（θ０）

Ｐ１ ＝ｅＨ（θ１）Ｒｅ（θ１）

Ｐ２ ＝ｅＨ（θ２）Ｒｅ（θ２
烅
烄

烆 ）

（１０）

　　根据拉格朗日乘数法并考虑该问题对称性质，
可对式（７）的目标函数作如下修改

ｍｉｎ｛ｆ（φ）＝ｍａｘ（（ｅＨ（θｌ）Ｒｅ（θｌ））＋
｜Ｐ０－Ｐ１－Ｐ２｜｝　θｌ∈Φ

（１１）

　　由于发射波束方向图是对称的，故可以保证式

（１１）取最优值时，Ｐ０、Ｐ１、Ｐ２ 必然满足如下条件

　　　
Ｐ１ ＝Ｐ２
Ｐ０ ＝Ｐ１＋Ｐ｛ ２

（１２）

　　经过以上两步的变换，可以将式（７）的约束优化

问题变为无约束优化问题，从而可以采用简单的无

约束优化方法来求解。
需要指出的是，牛顿法虽然是一种经典的无约

束优化算法，但是在解决该问题时却无法全局收敛。
这是因为：牛顿法的基本思想是将目标函数ｆ（φ）泰

勒公式展开，用二次函数近似ｆ（φ），并用迭代点指

向近似二次函数的极小点的方向来构造搜索方向，
从而具有二阶收敛速度，但是当 Ｈｅｓｓｅ矩阵不正定

时，并不能保证所产生的方向是目标函数的下降方

向，若 Ｈｅｓｓｅ矩 阵 奇 异 时，会 造 成 算 法 无 法 进 行 下
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去。此外，牛顿法每一步迭代都需要计算目标函数

的二阶导数，即 Ｈｅｓｓｅ矩 阵，对 于 大 规 模 问 题 计 算

量惊人。然而拟牛顿法可以克服这些缺点［１４］，因此

采用拟牛顿法来计算该最优化问题。

ＤＦＰ拟牛顿法是第一个拟牛顿校正，它是求解

无约束优化问题最有效的算法之一。它的好处是最

优步长的选 取 避 免 了 Ｈｅｓｓｅ矩 阵 及 其 逆 矩 阵 的 计

算。在式（１１）最 优 化 问 题 的 每 一 步 迭 代 过 程 中，

Ｈｅｓｓｅ的奇异性是不可避免的，而采用ＤＦＰ校正法

可以很好地避免这一问题，从而能够用经典的方法

来解决这一优化问题，得到近似的结果。

３　相位编码信号优化

在优化得到满足需求的相关矩阵Ｒ的基础上，
接下来需要解 决 的 是 如 何 从Ｒ得 到 数 字 阵 列 雷 达

能够发射的信号波形Ｘ，使得信号波形Ｘ的相关矩

阵等于或者近似于矩阵Ｒ．
若假设发射信号Ｘ∈ＣＬ×Ｍ，其中Ｌ为信号波形

快拍数或者码元长度。由式（４）可以得到Ｘ与其相

关矩阵Ｒ之间的关系满足

　　　Ｘ＝槡ＬＵＲ１／２ （１３）
式中Ｕ 是一个Ｌ×Ｍ 维半正交矩阵（ＵＨＵ ＝Ｉ）。当

然，发射信号Ｘ仍然受到恒模条件的约束（记为Ｃ）。
为了得到满足约束条件Ｃ的Ｘ，或者至少是一个近

似的解，可以将其归为一种数学规划函数问题，即

ｍｉｎＸ∈Ｃ；Ｕ‖Ｘ－槡ＬＵＲ１／２‖２ （１４）

　　文献［１１］提 出 一 种 循 环（ＣＡ）算 法，来 优 化 式

（１４），文献［１５］根 据 二 进 制 相 移 键 控（ＢＰＳＫ）或 者

四进制相移 键 控（ＱＰＳＫ）信 号 的 相 关 矩 阵Ｒｇ 与 满

足优化准则的Ｒ 之间的非线性关系，直接用式（１３）
推导出Ｘ与Ｒ之间的关系式。

为了说明第 二 节 低 旁 瓣 ＭＩＭＯ雷 达 的 相 关 矩

阵优化在工 程 上 的 可 实 现 性，采 用 文 献［１１］的ＣＡ
算法，以第二节得到的相关矩阵Ｒ为基础，优化得到

具有恒模特性的 相 位 编 码 发 射 波 形Ｘ．ＣＡ算 法 的

主要思想是：先确定Ｕ（或者Ｘ），优化Ｘ（或者Ｕ）满

足式（１３），然 后 在 求 得 的Ｘ（或 者Ｕ）基 础 上，优 化

Ｕ（或者Ｘ），如此反复，直到式（１３）小于给定误差为

止。具体算法推导可以参考文献［１１］、［１６］。

４　计算机仿真

在下面所有的仿真例子中，假设 ＭＩＭＯ雷达系

统发射阵列为 均 匀 线 阵，发 射 阵 元 数 为 Ｍ，阵 元 间

距为半波长，归一化发射总功率为ｃ＝１，并且每个

阵元发射功率相等。

４．１　基于相关矩阵Ｒ的发射方向图设计

假设主瓣指向０°，主瓣宽度为２０°，此时主瓣的

两个３ｄＢ功率点分别为θ１ ＝－１０°，θ２ ＝１０°．旁瓣

区域为Ф∈［－９０°，－２０°］∪［９０°，２０°］．Ｍ ＝１０的

情况下，图１分 别 画 出 了 极 小 极 大 旁 瓣 法 和 文 献

［１２］最小旁瓣法准则下的发射方向图优化结果。可

以看到，文献［１２］中的旁瓣区域有个“突起”，第一旁

瓣峰值电平约为－１６．５ｄＢ，而在极小极大准则下，
通过减少旁瓣区域电平的起伏，可以将第一旁瓣峰

值电平拉低至－１７．５ｄＢ以下。
实际工 程 应 用 中，方 向 图 主 瓣 并 不 总 是 指 向

０°，旁瓣电平也需要低于－２０ｄＢ．针对这一需求，给
出下面的仿真设置：阵元Ｍ ＝３０，主瓣宽度为８°，主
瓣指向１０°．采用极大极小准则优化得到指向０°的

低旁瓣方向图，再 采 用 式（６）将 主 瓣 平 移 至１０°，优

化设计得到的低旁瓣方向图如图２所示，可以看
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到主旁瓣比优于－２２ｄＢ，旁瓣区域非常平坦，通过

式（６）平移后波束的旁瓣电平提高并不明显。

４．２　相位编码信号设计

本节使用图１极小极大旁瓣电平优化准则得出

的相关矩阵Ｒ，设计各个阵元的发射相位编码波形，
相位编码码长Ｌ＝６４，此时Ｘ是一个６４×１０维的矩

阵。
图３为采用ＣＡ算 法 优 化 得 到 的１０个 阵 元 相

位编码信号波形，该波形可以方便地在实际数字阵

列系统中实现。

图３　Ｍ＝１０个阵元发射信号的相位编码

　　图４使用优化得到的发射信号Ｘ，计算相关矩

阵，并画出方向图。该方向图与理论方向图基本重

合，说明ＣＡ算法优化得到的发射信号Ｘ的相关矩

阵很好地逼近期望相关矩阵Ｒ．

图４　使用优化得到的发射波形所对应的发射

方向图与给定相关矩阵Ｒ的方向图比较

５　结　论

与传统的相控阵相比，ＭＩＭＯ雷达阵元波形选

择具有更大的灵活性，为发射方向图设计提供了更

多的自由度。通过优化发射信号的相关矩阵，不需

要借助阵元间幅度加权，即可在保证阵元等功率条

件下获得满足实际系统要求的低旁瓣高增益发射波

束。
本文所提优化方法获得的方向图主瓣宽度，必

须适当宽于相同阵元数量的等幅度分布均匀阵的主

瓣宽度，如何优化选择集中式 ＭＩＭＯ雷达发射波束

主瓣宽度，得到更低的副瓣电平，这仍然是一个值得

继续研究的课题。
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