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一种求解三维抛物方程的迭代方法

吴晓萍*　梁志禧　黎子豪　龙云亮*

（中山大学, 广州 510006）

摘　要　 为了高效且高精度地求解三维抛物方程 (parabolic equation，PE)，提出了一种求解三维 PE 的迭代

方法. 该方法采用有限差分（finite difference，FD）近似方法，保留交替方向隐式（alternating direction implicit, ADI）
方法的计算模式. 推导了该方法对应的相对误差关系式，在推导过程中考虑计算式分裂项丢失带来的误差影响.
对比现有的求解三维 PE 的 ADI 方法 (记为 ADI-PE) 和克兰克·尼科森 (Crank-Nicolson) 求解方法 (记为 CN-PE)，
该方法能够提高计算精准度，且可通过迭代达到一定计算精度. 该方法保留了 ADI 的计算高效特性，是一种求解

三维 PE 的高效高精准度的方法.
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An iterative method for solving 3D parabolic equation
WU Xiaoping*　LIANG Zhixi　LI Zihao　LONG Yunliang*

（Sun Yat-Sen University, Guangzhou 510006, China）

Abstract　To solve 3D parabolic equation efficiently (PE) and accurately，an iterative method for solving 3D PE
is proposed. In this method, finite difference (FD) approximation is applied. The proposed method retains the character
of the alternating-direction-implicit (ADI) method. The numerical error caused by the split term of the proposed method
is considered in the process of derivation. The proposed method can improve the calculation accuracy compared to the
ADI-PE  method  and  Crank-Nicolson  parabolic  equation  (CN-PE)  method.  A  certain  accuracy  can  be  achieved  by
several times of iteration. This method is efficient and accurate for solving 3D PE.

Keywords　parabolic  equation (PE)；finite  difference (FD) method； iteration； lternating-direction-implicit(ADI)；
relative error

 引　言

抛物方程 (parabolic equation，PE) 法是预测无线

电波传播最常用的方法之一. 该方法能模拟近轴方

向，即模拟电磁波传播方向上的圆锥形区域内的电

磁波传播. 在远距离传播问题上，PE 具有计算高效的

特点，且能够同时处理大气结构不均匀和地形不规

则引起的折射和绕射效应 [1-2] . 求解 PE 的方法主要

有两种：有限差分 (finite difference, FD)近似方法[3] 和

分步傅里叶 (split-step Fourier, SSF) 方法[4]. 和 SSF 方

法对比，FD 方法在处理计算空间内地形边界问题上

具有较为灵活的特点，近年来也成为国内外研究者

的研究热点.
目前，利用 FD 方法求解 PE 的研究中，郭琪等人

推导了高阶近似的二维 PE 求解模型以及适用于不

规则地形的高阶模型，并分析了模型所能计算的最

大传播仰角和最大的坡度角[5-6]. 此外，郭琪等人[7] 还

对吸收边界问题进行研究，提出了一种基于全局透

射边界条件的宽角 PE 电波预测模型，该模型提高了 PE
求解的计算效率. Lytaev 等人 [8-9] 采用非本地边界条
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件处理计算域的上下边界，提出了一种更高阶的求

解二维 PE 的 Numerov-Padé方法，对比 SSF 方法，该

方法能够减少 PE 所需的计算区域范围，具有一定计

算效率与计算稳定性. 利用 PE 的一些求解方法进行

应用分析的研究中，文献 [10] 采用时域有限差分

(finite-difference  time-domain,  FDTD) 和二维单向 /双
向 PE 方法，分析了低频短距离高传播角电波传播特

性. 王丹丹等人[11] 将宽角与窄角 PE 方法应用到地表

低频电波传播的问题研究中，分析了复杂地表参数

设置对 PE 求解精度的影响. 利用三维 PE 进行高效

求解的研究中，Martelly 等人 [12] 提出一种求解三维

PE 的交替方向隐式 (alternating direction implicit, ADI)
方法 (记为 ADI-PE)，对比克兰克 ·尼科森 (Crank-
Nicolson) 求解方法(记为 CN-PE)[1]，ADI 方法具有计

算效率高的优势 . 何姿等人 [13] 推导了双向 ADI-PE，
并将该方法应用在高速公路的实际场景中. 黄璐等

人[14] 将 ADI-PE 应用到机场盲降系统中，并提出了更

高效的并行算法.
综上所述，近年来国内外研究者在用 FD 方法求

解 PE 的研究主要集中在二维 PE 问题，对三维 PE 问

题的研究尚少. 在有关 FDTD 求解方法的研究中，文

献 [15] 提出了一种迭代方法，该方法能减少 ADI-
FDTD 的计算误差，并保留 ADI 的高效计算特性 .
ADI-PE 方法是求解三维 PE 的方法中应用较广泛方

法，因此，考虑通过迭代的方式对该方法进行优化具

有一定的意义.
本文提出一种求解三维 PE 的迭代方法，其保留

了 ADI 方法的高效计算模式. 对比现有应用广泛的

ADI-PE 及  CN-PE 方法，该方法能够提高计算精准

度、减小误差，且可通过迭代达到一定计算精度.

 1     三维 PE 迭代方法

 1.1     求解三维 PE 的 CN-PE 与 ADI 方法

由麦克斯韦方程组推导得到三维直角坐标系下

的 PE 为

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
= k2

0n
2ψ = 0. （1）

ψ

k0

x

式中： 为水平极化或垂直极化下的电场或磁场；

为波数；n 为折射率 (当为空气时，n=1). 当电波传播

方向为 方向时，引入辅助函数

ψ (x,y,z) = u (x,y,z)e−jk0 x. （2）

假设∣∣∣∣∣∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣∣≪ k0

∣∣∣∣∣∂ψ∂x

∣∣∣∣∣， （3）

将式 (2) 代入式 (1) 得

∂u
∂x
=

1
2jk0

(
∂2u
∂y2
+
∂2u
∂z2

)
. （4）

对式 (4) 中的微分算子进行 FD 近似，化简得到

CN-PE 求解方法：(
1− ry

4jk0

δy−
rz

4jk0

δz

)
uk+1

i, j =

(
1+

ry

4jk0

δy+
rz

4jk0

δz

)
uk

i, j.

（5）

式中：
ry =
∆x
∆y2

rz =
∆x
∆z2

;

{
δyuk

i, j = uk
i−1, j−2uk

i, j+uk
i+1, j

δzuk
i, j = uk

i, j−1−2uk
i, j+uk

i, j+1

. （6）

式 (5) 的 CN-PE 方法求解涉及五对角线的稀疏

矩阵，求解效率较低. 为提高求解三维 PE 的效率，研

究者提出了求解三维 PE 的 ADI 方法[12] ，形式如下：(
1− rz

4jk0

δz

)
uk+ 1

2
i, j =

(
1+

ry

4jk0

δy

)
uk

i, j;(
1− ry

4jk0

δy

)
uk+1

i, j =

(
1+

rz

4jk0

δz

)
uk+ 1

2
i, j . （7）

 1.2     三维 PE 的迭代方法推导

将式 (5) 改写为以下形式：(
1− ry

4jk0

δy

)(
1− rz

4jk0

δz

)
uk+1

i, j

=

(
1+

ry

4jk0

δy

)(
1+

rz

4jk0

δz

)
uk

i, j−
ry

4jk0

rz

4jk0

δyδz

(
uk+1

i, j −uk
i, j

)
. （8）

式 (8) 等号右边最后一项为 ADI-PE 方法所丢弃

的分裂误差项，其对求解三维 PE 精准度的影响与网

格步进大小有关.
考虑以下关系式：

[M] =
(
1− ry

4jk0

δy

)(
1− rz

4jk0

δz

)
; （9）

P =
(
1+

ry

4jk0

δy+
rz

4jk0

δz

)
uk

i, j; （10）

[N] =
ry

4jk0

rz

4jk0

δyδz
. （11）

根据式 (9)～(11)，式 (8) 可以写为

[M]uk+1 = [N]uk+1+P. （12）

该式具有以下线性求解模式：

[M]uk+1
n+1 = [N]uk+1

n +P. （13）

将式 (9)～(11) 代入式 (13) 中，可得
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(
1− ry

4jk0

δy

)(
1− rz

4jk0

δz

)
uk+1

n+1

=

(
1+

ry

4jk0

δy

)(
1+

rz

4jk0

δz

)
uk+1−

ry

4jk0

rz

4jk0

δyδz

(
uk+1

n+1−uk+1) . （14）

式 (14) 分裂成两步得到求解三维 PE 迭代方法的计

算式：(
1− ry

4jk0

δy

)
utmp

n+1 =

(
1+

rz

4jk0

δz

)
uk−

1
2

(
ry

4jk0

rz

4jk0

δyδz

) (
uk+1

n −uk) ;(
1− rz

4jk0

δz

)
uk+1

n+1 =

(
1+

ry

4jk0

δy

)
utmp−

1
2

(
ry

4jk0

rz

4jk0

δyδz

) (
uk+1

n −uk) . （15）

观察式 (15) 可知，其计算式子保留了 ADI 高效

的求解模式，可有效快速求解三维 PE.

 1.3     误差分析

本节推导所提出的三维 PE 迭代方法的误差关

系式. 亥姆霍兹波动方程的精确解为

ψ (x,y,z) = Ae−j(kx x+kyy+kzz). （16）

u (x,y,z)式中，A 为常量. 表示为

u (x,y,z) = Aekx x+kyy+(kz−k0 )z. （17）

k̄0

将式 (17) 代入到不同 PE 求解方法中，归一化波数得

到 ，不同方向上的波矢分量为
k̄x = k̄0 cos φsin θ
k̄y = k̄0 sin φsin θ
k̄z = k̄0 cos θ

. （18）

将式 (18) 代入到式 (15) 可得所提出的求解三维

PE 迭代方法的相对误差关系式为：

e
jk̄0,1λ(1−cos θ)απ

N2 =

1+ jαsin2 k̄0λsin φsin θ
2N

1+ jαsin2 k̄0λcos φsin θ
2N

−

(
1
2
α2 sin2 k̄0λsin φsin θ

2N
sin2 k̄0λcos φsin θ

2N

)
(Fn−1−1)(

1+ jαsin2 k̄0λcos φsin θ
2N

) ;

e
jk̄0,2λ(1−cos θ)απ

N2 =

1+ jαsin2 k̄0λcos φsin θ
2N

1+ jαsin2 k̄0λsin φsin θ
2N

−

(
1
2
α2 sin2 k̄0λsin φsin θ

2N
sin2 k̄0λcos φsin θ

2N

)
(Fn−1−1)(

1+ jαsin2 k̄0λsin φsin θ
2N

) .

（19）

α = ∆x/(k0∆z2) ∆z = ∆y N = λ/∆z = 2π/(k0∆z)

Fn−1

式 中 ： ， ； ；

为上一迭代式右端结果.

 2     仿真结果

α = 4 N = 5 φ = 45°

将本文所提求解三维 PE 的迭代方法与 CN-PE
方法、ADI-PE 方法性能进行对比. 当与网格步进 大
小相关的系数 、 、方位角 时，  三种

方法相对误差与仰角 θ关系如图 1 所示. 可以看出，三

种方法的相对误差都随着传播仰角的增大而增大，

但三维 PE 迭代方法的相对误差比 CN-PE 方法和

ADI-PE 方法低，且能带来更高的计算精度.
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0.05

相
对

误
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θ/(°)

CN-PE 方法
ADI-PE 方法
三维 PE 迭代方法

图 1    仰角 θ不同时三种计算方法的相对误差

Fig. 1    Relative error vs. the zenith angle θ by 3 methods
 

α = 4 θ = 3° 6° φ = 45°

λ ∆z ∆z

， 或 ， 时 相 对 误 差 与 参 数

N 关系如图 2 所示. 可以看出，三种方法的相对误差

随 N 的增大而减小，最后趋向相等的效果. 这是因为

N 与波长 及 有关，在单位波长下， 越大，N 越小.
这说明较大的横截面网格步进会导致较大的误差，

而所提的迭代方法相比 CN-PE 方法和 ADI-PE 方法

能带来较低的误差效果 . 此外，传播仰角角度越大，

迭代方法降低误差效果越明显.
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相
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ADI-PE 方法 (θ=3°)

三维 PE 迭代方法 (θ=3°)

CN-PE 方法 (θ=6°)

ADI-PE 方法 (θ=6°)

三维 PE 迭代方法 (θ=6°)

图 2    N不同时三种计算方法的相对误差

Fig. 2    Relative error vs. N by 3 methods
 

α = 4 N = 5 θ = 6°， ， 时不同方位角对三种方法的

影响如图 3 所示. 可以看出，三种方法在方位角 90°
和 180°上达到相同的计算误差，但在 45°和 135°方位

角上，本文推导的三维 PE 迭代方法能在对应的角度

上降低计算误差. 
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图 3    方位角 φ 不同时三种计算方法的相对误差

Fig. 3    Relative error vs. azimuth angle φ by 3 methods
 

N = 5 φ = 45° θ = 6° α

α

α

∆x ∆x

∆x

， ， 时相对误差与 关系如图 4
所示. 可以看出，三维 PE 迭代方法在 较大时，能够

减少相对误差. 这是因为 与传播方向上的网格步进

大小 成正比关系， 越大，CN-PE 方法和 ADI-
PE 方法计算出的误差越大；而三维 PE 迭代方法考

虑了分裂项的补偿，分裂项与网格步进 成正比关系.
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图 4    α不同时三种计算方法的相对误差

Fig. 4    Relative error vs. α by 3 methods
 

α = 15 N = 5 φ = 45°， ， 时本文提出的求解三维 PE
迭代方法的相对误差如图 5 所示. 可以看出：迭代次

数为 1 时，误差降低效果明显；迭代次数为 2 时，迭

代方法能够再次降低误差；当迭代一定次数时，

所能降低误差的效果趋向于相等. 说明本文所提出

的三维 PE 迭代方法在一定迭代次数下能降低计算

误差.
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0.08
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迭代次数

图 5    三维 PE 迭代方法的相对误差

Fig. 5    Relative error by 3D PE interative method

λ λ

α = 15 N = 5

利用一个具体算例对本文所提方法性能进行验

证. 将三维 PE 迭代方法、ADI-PE 方法应用在一个密

闭的隧道空间，隧道横截面规格为 80 ×80 . 工作频

率为 1 GHz、 、 、半功率波瓣宽度为 15°的
水平极化高斯源放置在隧道口正中间位置，离隧道

口 50 m 处横截面的场强值仿真结果如图 6 所示. 用
欧几里得误差范数计算相应的数值误差，分别为

15.2%(ADI-PE 方法 )、 13.6%(1 次迭代 )、 12.8%(2 次

迭代)，可以看出，所提的三维 PE 迭代方法计算场强

值更接近参考值.
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(d) 3D PE iterative method (2 iteration)
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图 6    两种方法场强仿真结果

Fig. 6    Simulation result comparison of field strength by 2
methods

 

此外，三维 PE 迭代方法与 ADI-PE、CN-PE 的计

算效率对比如表 1 所示 . 可以看出，虽然三维 PE 迭

代方法比 ADI-PE 方法计算用时较多，但其时间增量

在一定的线性增加范围，远低于 CN-PE 计算量 . 即
在少量的时间开销下，三维 PE 迭代方法能够提高

PE 求解的准确度.
  

表 1    三种方法计算效率对比

Tab. 1    Comparison of computational efficiency

方法 CN-PE方法 ADI-PE方法
三维PE迭代方法

(1次迭代)
三维PE迭代法

(2次迭代)

计算时间/s 585.628 1.728 3.151 4.028
 

 3     结　论

本文提出一种求解三维 PE 的迭代方法. 对比现

有的求解三维 PE 的 ADI-PE 和 CN-PE 方法，该方法

能够提高计算精准度，且可通过迭代达到一定计算
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精度，是一种高效且计算精准度高的三维 PE 求解方

法. 但该方法未考虑阻抗边界处理问题，是下一步研

究的方向.
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